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Nous reprenons et complétons ici I’'un des résultats de 1’article qui précede [1],
dont nous utilisons les notations :

{&:}, n=1,2,---  estune suite de variables aléatoires de Poisson indépendantes,
de parametres wy,,

B,=0si&, =0, B,=1si&, >0,

A=Aw)={ne{l,2,---}:& >0} ={ne{l,2,---}:B, =1},

B est le groupe de Bohr, dual de T = R/Z discret, dans lequel Z est dense.

Dans [1] se trouve établi le résultat suivant :
Théoreme A. Silim,_...(nwy,) = oo, A est p.s. dense dans B.

Lors d’une conférence ou ce résultat était mentionné, H. Niederreiter, [2], a
posé une question naturelle et pertinente : est-il vrai que A est p.s. uniformément
distribuée sur B ?

La réponse est négative en général (exemple typique : w, = 1 quand n est
impair, w, = 2 quand n est pair), mais elle est positive moyennant une certaine
régularité des wy, et elle fournit a partir de 12 une démonstration simple et rapide
du Théoreme A.

Théoreme B. Silim,_...nw, =« etw, = @ out b(u) est une fonction a variation
lente, A est p.s. uniformément distribuée sur B.

Avant de préciser le sens des termes, indiquons pourquoi le Théoréme A découle
du Théoreme B. Si {w,} vérifie I’hypothése du Théoréme A, on peut écrire w, =
wl,+wi, ou {w,} vérifie ’hypothése du Théoréme B, et w), > 0. On sait alors
(voir [1]) que A(®) est la réunion de deux suites indépendantes A'(w) et A”(w)
associées respectivement a {w/,} et {w/}. Comme, d’aprés le Théoreme B, A’(®)
est p.s. dense dans B, il en est de méme pour A(w).

Expliquons le sens des termes, et ’'usage que nous en ferons.
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On dit que la fonction réelle de variable réelle b(u) est a variation lente (slowly
varying) si, pour tout § > 0, b(u)u® est croissante et b(u)u~® décroissante quand u
est assez grand ([3], p. 186).

Lemme. Dans I’hypothese du théoréme B, on a pour toutt € T, t # 0,

N
(1) sup‘aneZ””" < oo,
N 'p=1

Le lemme résulte du fait que la série ), wye2Tint représente une fonction

continue, localement a variation bornée, sur T'\ {0} ; une évaluation trés précise de
cette fonction se trouve dans [3], chapitre V, formules (2.13) et (2.16) ; nous n’en
aurons pas besoin ici.

On dit qu’une suite croissante d’entiers l est uniformément distribuée sur B si
les mesures de probabilité ! 7 Z )L sur B convergent faiblement vers la mesure

de Haar de B. Pour cela il est nécessaire et suffisant que, pour toutz € T, r # 0, on
ait (critere de Weyl)

mlt (J—)OO)

M\

2

]:

Pour la suite aléatoire A(®), la distribution uniforme presque siire sur B s’exprime
a partir de (2) sous la forme

N
3) ps. VteT, t#0 Y Be®™ =0(Y B:), (N— )
n=1

ou aussi bien
N . N
4 ps. VireT, t#0 Z et — 0(2 5,,), (N — o0)
n=1 n=1
et finalement
N .
®) ps. VteT, t#0 Y & =0(Y wa), (N—w).
n— HSN
Compte tenu de (1), la preuve du théoreme B consistera a établir
N

6) ps. VteT, t#0 Y (E—wn)e™ =0( Y wa), (N— o).

n=1 n<N
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En fait nous démontrerons que (6) a lieu méme pour t = 0.

Preuve de (6). Posons

X(1)=Xy(t)= Y (& —wn)cos2nnt

1<n<N

Y()=Yy(t)= Y (& —wn)sin2zns.

1<n<N

Pour tout # > 0 on a, E désignant I’espérance,

E (expuX(t)) = H E (expu(&, —wy) cos2mnt)

n<N
=exp Y Wy (€SS2 _ 1 — ycos2mnt)
n<N
<exp((e"—1—u) ) wn)
n<N

Pour tout A > 0 (nous choisirons A = A, tendant vers 0)

P(X(r)>2 Z wy) <exp((e"—1—u) Z W) exp(—Au Z Wn)

n<N n<N n<N

=exp((e"—1—u—Au) Z W)

n<N

Choisissons u = log(1 + A ), pour minimiser le second membre. Le coefficient de
an ~ Wn devient

A? A3 A?
A—(1+A)log(l+A)=—F+——- < ——
(14 A)log(1+2) =~ + 7 .
quand A est assez petit. D’oll
12
P(X(t) > A Z wy) < exp(—? Z W),

n<N n<N

puis, en appliquant la méme inégalité a —X (1),
Az
P(IX(1)[>A Y wy) < Zexp(—? Y wa).

n<N n<N

OrY,.ywn=aylogN, limy_ ay = . Choisissons A = A, tendant vers 0, mais

tel que ayAj tende vers oo. Alors

) P(1Xy(0)] >y Y wa) <N7?

n<N
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pour N assez grand. Comme X, (¢) est un polynome trigonométrique de degré < N
on controle sa norme dans C(T) par un échantillonnage de 2N points ¢ IR

(8) sup|Xy (1) <C sup |Xy(7))]| C : constante absolue.
t 1<j<2N

En appliquant (7) aux ¢ j»on obtient

©) P (sup|Xy(1)] > Ay Y wi) <2CN72.

n<N

1 suit de 1a que p.s. sup,|Xy (7)| < Ay X, <y Wn pour N assez grand. De méme pour
sup, |Yy (¢)]. Cela entraine (6).
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