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TRAVAUX DE SHIMURA (~) 

par Pierre DELIGNE 

Soit X/F le quotient d'un domaine hermitien sym~trique X par un groupe 

discret arithm~tique r (suppos4 d~fini par des conditions de congruence, voir 1.7). 

D'apr~s Baily et Borel, x/r est une vari~t~ alg~brique complexe. Dans les articles 

[I0] ~ [143, Shimura montre entre autres, pour beaucoup de ces vari4t4s, qu'elles 

peuvent ~tre d~finies sur des corps de nombres qu'il explicite. C'est i~ le sujet du 

present expose. 

Pour obtenir des ~nonc~s propres, on est contraint ~ utiliser un langage 

ad~lique. Celui-ci conduit ~ consid~rer, pour une "condition de congruence" donn~e, 

un schema sur ~ , son~nes disjointes d'un nombre fini de vari~t~s du type X/F 

(voir §§ i et 2). Dans de nombreux =as, ce schema pourra ~tre d~finl sur un corps 

de hombres E , ind4pendant de la condition de congruence consid~r4e. Ses composantes 

connexes g~om~triques, elles, seront d4finies sur des corps de classe de E . Ce 

ph~nom~ne, bien qu'essentiel, va ~tre n4glig4 dans la suite de cette introduction. 

Dans un petit nombre de cas, X/F peut s'interpr4ter comme 1'ensemble 

des classes d'isomorphie des vari~t~s ab~liennes complexes, munies de quelques 

structures alg~briques additionnelles (polarisatlons, endomorphismes, structures 

sur les points d'ordre n). La solution, sur ~ , d'un probl~me de modules corres- 

pondant fournit alors un sch4ma M sur un corps de nombres explicite F , dont 

x/r est l'ensemble des points complexes. On appellera M un "modUle" de X/F . 

Le eas fondamental est celui des vari~t~s ab~liennes polaris~es de la s~rie princi- 

pales, munies d'une structure de niveau n (1.6, I.ii, 4.16, 4.17 et 4.21). 

(*) Texte r6dig~ en mars 1971 
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Dans d'autres case X/F peut s'interpr~ter comme l'ensemble des classes 

d'isomorphie des vari~t~s abdliennes complexes A munies de quelques structures 

comme plus haut, et de quelques classes de cohomologie enti~res de type (pp) 

a i E H2P(A×...~, ¢ ) (cf. Mumford [7]). Dans ce cas, l'id~e sera de construlre 

un module M de X/F comme sous-sch~ma d'un module M' d~j~ cons trult d'une 

vari~t~ X'/F' . En gros, on con=aence par construire dans M' les points de M 

correspondant ~ des vari~t~s ab~llennes de type C.M. (= maximum de multiplication 

complexe). On d~flnit alors M co~e l'adh~rence de l'ensemble de ces points. Cette 

construction repose sur la connaissance d~taill~e des varifies ab~liennes de type 

C.M. fournie par [16]. 

Dans les cas consld~r~s plus haut, on dispose de beaucoup d'informatlon 

sur les corps de d~finltion des points de M correspondant ~ des vari~t~s ab~llennes 

de type C.M. Ceci permet de donner des solutions partielles au 12 ~ probl~me de 

Hilbert (cf. l'introduction de [15] et 3.15, 3.16). 

En regardant ce que ces cas ont en commun, on aboutit ~ la notion de 

"modUle canonique" (§ 3). On montre qu'il y a au plus un "modUle canonique" des 

X/F (5.5). Des techniques de descente permettent alors de constuire quelques modules 

canoniques qui semblent loin d'etre des solutions de probl~mes de modules 

([12] [13] [14] et [5]). Pour la description de ces "modUles ~tranges", on renvole 

aux  §§ 5 e t  6 .  

On d~signera par ~/n(1) tant le schema en groupe ~n des racines 

n-i~mes de l'unit~ que le groupe des racines n-i~mes de l'unlt~ dans un corps 

alg~briquement clos flxd ~ . Pour ~ = ¢ , l'exponentielle permet d'Identlfler 

/n(1) et ~ /n. Les ~/n(1) forment un syst~me proJectlf : les applications 

de transition sont les ~n,m : x I > x n/m . On pose 

~ = lira Z In 2Z ~ H2~ , ~(I) = lira ~InZ~(1) , 
p P Cn 

•f " ~ @~- "~ ~ % (produit restreint), 

P 

Af(1) " ~ ®~(I) s~ f ~ ~- (I) 
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et on d~signe par ~ l'anneau des adAles de ~ . 

On utilisera les notations sulvantes : 

~o(X) (pour X un espace topologique) : l'ensemble des composantes connexes de 

Dans la suite, 7To(X) , muni de la topologie quotient de celle de X , sera discret 

ou compact totalement dlscontinu. 

G ° : composante connexe de l'orlgine d'un groupe topologique G (ou d'un espace 

topologique point~). 

X • 

G(K), %, G®FK : pour G un schema sur F (par exemple un groupe algdbrique sur F) 

et K une F-alg~bre, on d~signe par G(K) l'ensemble des points de G ~ valeurs 

dans K et par G K ou par G~FK le schema sur K d~duit de G par extension 

des scalaires. 

E ~ : pour E une algAbre de rang flnl sur un corps F , E* d~signe le groupe 

alg~brique sur F des ~l~ments inversibles de E . Pour E un corps de nombres 

et 

si 

places des 

F = Q , E@(A)/E@(Q) est le groupe des classes d'id~les de E . 

On dira qu'un groupe alg~brique G sur ~ V~rifie le principe de Hasse 

HI(~'G) = dfn HI(GaI(~/~)' G(~)) s'injecte dans le produit ~tendu ~ routes les 

HI(Q, G--) . On utilisera les th~or~mes sulvants. 
-v % 

(O.I) Principe de Ha sse : un groupe semi-simple simplement connexe, sans facteur 

de type E 8 , vdrifie le principe de Hasse [3]. 

(0.2) Un groupe seml-slmple simplement connexe G sur un corps local non archim~dien 

K v~rifie HI(K,G) = O (une d~monstration ind~pendante de la classification est 

annonc~e dans Bruha~-Tits [I]). 

(0.3) Th~or~me d'approximation fort : soit G un groupe semi-simple simplement 

connexe sur un corps global K . Si G est K-slmple, et si v est une place de 

K telle que G(K ) soit non compact, alors G(Kv)G(K) est dense dans G(A) 
v 

(pour une d~monstration ind~pendante de la classification, voir Platonov [9]). 
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(0.4) Th~or~me d'approximation r~el : soit G un groupe alg~brique connexe 

(lin~aire) sur ~ . Alors, G(~) est dense dana G(~) (pour le prouver, on se ramane 

ais~ment au cas des tores, qui est un corollaire de ([4] 5.1). 

§ I. Le langage ad~lique. 

I.i. Soit G un groupe r~ductif sur ~ . On d~signe par G' le groupe d~rlv~ 

de la composante neutre de G , par C le centre de cette composante neutre, et 

on pose T ~ G/G' . On dispose de suites exactes de groupes alg~briques 

(I.i.i) O > C ---> G ~ G/C ' > 0 

(1.1.2) O > G' • > G v > T > 0 

et les applications canoniques de C dans T et de G' dana G/C sont des 

isog~nies de noyau C N G' 

1.2. Soit S le groupe alg~brique r~el des ~l~ments inversibles de la ]R-alg~bre ~ . 

C'est encore le groupe alg~brique r~el d~duit par restriction des scalaires ~ la 

Well, de ¢ a ~t , du groupe multiplicatif C m . On a S~R) = ¢@ , et 

~¢ -~- ~m, × Gm¢ " Le groupe HomCS¢ , @me) des caract~res de S c a pour base lea 

caract~res z et ~ tels que le compos~ 

Z~Z 
¢* -- s ~ ) c  - s ( ¢ )  > e *  

soit respectlvement l'identitd et la conJugaison complexe. 

S o i t  V un e s p a c e  v e c t o r i e l  r ~ e l .  Pour r o u t e  r e p r e s e n t a t i o n  h : S > GL(V), 

on d ~ s i g n e  p a r  V pq l e  s o u s - e s p a c e  de V¢ s u r  l e s q u e l  S a g i t  pa r  l e  c a r a c t ~ r e  

z p z - q  . Les V pq fo rmen t  une b i g r a d u a t i o n  de V¢ , e t  l a  c o n s t r u c t i o n  h I > V  pq 

i d e n t i f i e  l e s  r e p r e s e n t a t i o n s  de S dana GL(V) aux b i ~ r a d u a t i o n s  de Hodge de V~ , 

i . e .  aux b i g r a d u a t i o n s  de V¢ t e l l e s  que V pq = V qp . On d ~ s i g n e r a  pa r  F(h)  l a  

f i l t r a t i o n  de Hodge de V¢ : 
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F(h) p = ~ V p'q' 

p'kp 

1.3. On d~signe par r : G 
m¢ 

(zP~ q) o r - (x~ >x p) , et par w : C m > 
11 

(zP~ q) o w = (xl ~x P+q) . Pour h : S ~ GL(V) 

on a 

> S_~ le ¢-homomorphisme tel que 

l e  R -homomorph i sme  t e l  que 

une  r e p r e s e n t a t i o n  e t  v Pq E V pq  , 

Le compos~ 

hr(x), v pq = xP.v pq 

hw(x), v pq = xP+q.v pq 

w : ~ . * = ~ ( ~ . )  W > s ( ~ )  = ¢ .  

et 

est l'Inclusion ~vidente. 

1.4. Soit h : S > G i{ un homomorphisme. Pour route representation 

p : G' > GL(V) de G sur un ~-espace vectoriel V , ph d~finlt une blgra- 

duatlon de V¢ (1.2). Sl V est fld~le, et si G est le sous-groupe de GL(V) 

lalssant fixes quelques tenseurs s I ~ la construction h! > (V pq) Identifle les 

homomorphismes h aux blgraduations de Hodge de V¢ telles que les s i solent 

de type ( 0 , 0 ) .  

1.5. Soit h o : S-"~GR 

( c f .  [7] et [2] ; ( 1 . 5 . 2 )  

un homomorphlsme v~riflant les conditions suivantes 

est motlv~ par le th~or~sne de transversalit~ de Grlffiths). 

(1.5.1) L'Image de hoW : G m ~ G11 est centrale. On appellera hoW le polds 

de h ; 
O 

(1.5.2) la blgraduation de Hodge du complexlfi~ Lie(G)¢ de 1'espace de la repre- 

sentation adJointe (1.2) est de type (-I,i)+(0,0)+(I,-I) ; 
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(1.5.3) l'automorphisme ad h (i) de G , une involution d'apr~s (1.5.1) induit 
O 

une involution de Caftan de G' . 

Soit K le centralisateur de h ° dans G(R ) ; il contient le centre de 

G(~), et K n G'(~) ° est un sous-groupe compact maximal de G'(~) ° , identique 

au centralisateur dans G'(~) ° de h (i) . L'espace K~ G(~t) s'identifle 
O 

l'ensemble X des conjugu~s de h par un ~l~ment de G(~). On v~rifie qu'il 
O 

poss~de une et une seule structure complexe telle que, pour toute representation 

p : G > GL(V) , la filtraiont F(ph) de V~ d~pende holomorphiquement de h E X . 

Cette structure est invariante ~ droite sous G( ]I ) , et les composantes connexes 

de X sont des domaines hermitien sym~triques. On d~signera par X ° la composante 

c o n n e x e  de h 
0 

1.6. Exemple I . Soit Gp(V) le groupe des similitudes symplectlques d'un vecto- 

riel r~el V muni d'une forme altern~e non d~g~n~r~e $ . Ii existe alors une et 

une seule classe de conjugaison X d'homomorphismes h : S--->Gp(V) v~rifiant 

les conditions (1.5. i) et de poids -I , i.e. de poids hw : e m > Gp(V) : x | > 

-I 
> homoth~tie de rapport x . L'espace X s'identifie ~ la somme de deux demi- 

espaces de Siegel. 

La construction 1.5 identifie les h E X aux d~composltions 

V@ =V'I'O~V O'-I de V~ = V ®3~¢ , telles que V p--~= V qp ~ que V O3-1 

totalement isotrope pour ~ ~ et que, si C d~signe l'endomorphisme de 

induit la multiplication par i p-q que V pq , la forme sym~trique 

~(x,Cy) m ~(x, h(i)y) sur V soit d~finie (> O ou < O). 

s o i t  

V q u i  

1.7. Soit r un sous-groupe arithm~tique de G(~). On s'int~resse au cas o~ r 

est d~fini par des conditions de congruence. Si V Z est un r~seau entier dans une 

representation fidAle V de G , ceci signifle quill existe n tel que r contienne 

avec un indice fini, le groupe rnC G(~) des Y E G(~) tels que y E G(It) ° , 
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que y V zffi V~ et que y m Id (mod n). D'apr~s Baily et Borel, le quotient 

est muni d'une structure naturelle de schema quasi-projectif sur ~ . Soit 

le sous-groupe compact ouvert de G(~ f ) form, s des k ffi (k) tels que 
P 

. ffi ~ I (mod n) pour pln . Le groupe F kp V z® ~p V~® 7Zp et que kp n 

est alors l'intersection, dans G(/~), de G(~) et de G(~) ° × K n 

x°Ir 

K 
n 

1.8. Soit K une sous-groupe compact ouvert de G( ~f ) . L'espace 

K × K\G(~)/G(~) = K\X X GQAf)/G(~) ffi X X (K\G(/Af))/G(~) est alors son~e d'une 

famille finie d'espaces du type consid~r~ en 1.7. C'est done un schema quasi-projectif 

sur ~ ° On le notera KM¢(G,ho ) (voire simplement KMc(G) ou KMc) . 

Pour K de plus en plus petit, ces schemas forment un syst~me projectif 

de schemas ~ morphismes de transition finis et surjeetifs 

(1 .8 .1)  KM¢(G,ho) (K > 0) 

On d4signera par M¢(G,h o) (voi re  simplement Me(G) , ou Me) le sch4ma 

quasi-compact et s~par~ (non de type fini pour G ¢ [i]) limite projective de (1.8.1) 

(1.8.2) Mc(G,h o) ffi lim K X K\GQA)/G(~) 

On dolt le eonsid~rer comme un avatar du syst~me projectif (1.8.1). Le groupe GQA f) 

agit sur M~ , ou, si l'on pr~f~re, sur le pro-objet d~fini par le systAme projeetif 

(1.8.1), mais bien sQr pas sur les 

K~ a 

de sorte que 

(1.8.3) Me ffi lim 

Ceci s'exprime en disant que G(hk f) 

KM¢ individuels (cf. 3.2). On a 

" KM¢ , 

La construction suivante sera utile pour interpreter les 

schemas de modules. 

K~¢ (K compact ouvert dans 

agit continQment sur M c . 

G(~ f) ) . 

con~e des 
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1.9. Soient H un groupe alg~brique sur ~ et V une representation fiddle de H . 

On d~finit une H-structure ? sur un vectoriel W comme ~tant un isomorphisme de 

V avec W , donn4 modulo H(Q) : ~ 6 Isom(V,W)/H(~) . Si H(@) est le groupe 

des automorphlsmes d'une structure s d'esp~ce Z sur V ~ alors une H-structure 

sur W s'identifie ~ une structure t de mSme esp~ce sur W , isomorphe ~ s (avec 

T = Isom((V , s), (W , t)). Soit W muni d'une H-structure ? . Le groupe alg~- 

brique ~H$ -I c GL(W) (% E ?) ne d~pend que de ~ . On le note H ? . Soit A une 

~-alg~bre. L'ensemble Isom T (W ® A , V ® A) des isomorphismes permis de W ® A avec 

V ® A est l'ensemble des isomorphismes k tels que, pour ~ 6 T , on air k~ ~ H(A). 

i. I0. Soient (G, h o) comme en 1.5 , V une repr4sentation lin4aire fld~le de G , 

K un sous-groupe compact ouvert de GQA f) , et consid~rons les objets H du type 

suivant : H consiste en 

(a) un espace vectoriel H@ sur ~ , muni d'une G-structure ? (1.8) ; 

(b) un homomorphisme h : S > ~ tel que, pour ~ 6 ~ , ~-lhl : S > G 

soit conjugu~ ~ h ; 
O 

(c) une classe ~ 6 K\Isom -- (H ®/A f V ®~f) (i 9) 

I.ii. Exemple I (suite de 1.6). Soient V un 

non d~g4n~r~e ~ , G le groupe des similitudes symplectiques de V , 

r~seau entier sur lequel ~ soit ~ valeurs enti~res de discriminant 1 

en 1.6. Prenons K = ~ G ~  ®~6) . 
t 

Une donn4e (a) s'interpr~te conmle un vectoriel H de m~me dimension que V , 

muni d'une forme altern4e ~ donn~e ~ un facteur rationnel pr~s. Une donn~e (b) 

s'interpr~te comme une bigraduation de Hodge de H C ~ de type 1.6. Une donn4e (c) 

s'interpr~te comme un r~seau entier H~ de H , sur lesquel unmultiple rationnel 

de @ est ~ valeurs enti~res et de discriminant i : ~ est l'ensemble des k tels 

que, pour tout ~ , V~ @ ~ = k~(H~ ® ~). On peut normaliser ~ par les condi- 

~-vectoriel muni d'une forme altern4e 

v m u n  

et h cormme 
O 
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tions d'Stre ~ valeurs entiAres de dlscrlminant 

~(x,Cx) > 0 (cf. 1.6). 

1 sur l12Z , et de v~rifler 

Soient n un entier, et K le sous-groupe de K form~ des k tels que 
n 

k ~ i (mod n). Pour K n , une donn~e (c) s'interprAte cou~ne H~ comme plus haut, 

plus une similitude symplectique H~ / nH~ N> V~/nV~ 

1.12. Sous les hypotheses de I.I0, les points de KMc(G,ho ) 

biunivoque avec les classes d'isomorphie d'objets H de type 

H = (H~ , ~ , h, ~) ; ~ H muni de t E T , on associe le morphisme t-lh~ : 

~l~ment de X -~-~ K \G(R ) , et ~t dans K\G(~ f) , soit au total un ~l~ment de 

K~X × G(A f) ; ~ H seul, on associe seulement un ~l~ment de KM~(G, h o) ffi 

= K~X × G(/%f)/G(~) = K X K \ G(/A)/G(~) , qui d~termine univoquement la classe 

d'isomorphlsme de H . 

Dans certains cas (voir 4.11), se donner un objet H cormme plus haut revient 

se donner une vari~t~ ab~lienne, munie de quelques structures suppl~mentalres. On 

obtient alors une interpretation de KM~(G) (et de M~(G)) con~ne ~tant le schema 

de modules (grossler) de ce type de vari~t~s ab~liennes. 

sont en correspondance 

I.I0. Soit en effet 

> GR, 

i des homomorphismes 1.13. Soient G i (iffil,2) deux groupes r~ductifs, h i : S > G R 

v~rifiant les conditions de 1.5 et X i l'ensemble des conjugu~s de h i par un 

~l~ment de GI(R). Soient G = G 1X G 2 , h : _S > GR le morphisme (h 1, h 2) et 

X = X 1X X 2 l'ensemble des conjugu~s de h . On d~finit de fa~on ~vldente un isomor- 

phisme 

(I.13.i) Mc(G I, h I) X M¢(G2,h 2) ffi M¢(G,h) 

P o u r  K i c o m p a c t  o u v e r t  d a n s  G i ( A  f )  e t  K ffi K 1 g K 2 on  a de  n~me 

(1.13.2) KIM¢(GI~h 1) X K2M¢(G 2, h 2) = K M¢(G,h) 



1.14. Soit G I, G 2, h I , h 2 

un homomorphisme u : G 1 

(1.14.1) u 

Pour K i compact ouvert dans Gi(]A f) , avec 

(1.14.2) u(KI,K 2) 

IS2 

comme en 1.13. On d~signera par u : (Gl,h I) >(G2,h 2) 

> G 2 tel que u X I c X 2 . Un tel homomorphisme d~finit 

: M~(GI,h I) > M¢(G 2, h 2) 

u(K I) c K 2 il d~finlt 

: KIM¢(GI~h I) > K2M~(G2,h 2) 

Proposition 1.15. Avec les notations de 1.14, supposons que G I solt un sous-~roupe 

de G 2 Alors, pour tout sous-groupe compact ouvert K I de GI(Af), il existe un 

sous-~roupe compact ouvert K 2 D K I de G2~A f) tel que u(KI,K 2) identifie 

K1M~(GI,h 1) ~ un sous-sch~ma ferm~ de K2M~(G2,h2). 

Si les K i sont assez petit pour que l'application de X i × (K\Gi(Af)) 

dans KiM¢(Gi,h i) soit ~tale, alors l'application u(KI,K 2) est finie et non 

ramifi4e. Ii suffit de traiter ce cas, et de montrer que u(KI,K 2) est injectif 

pour K 2 D K I assez petit. Le graphe de la relation d'~quivalence 

u(K I, K2)(x) = u(Ki,K2)(y) est un sous-sch~ma ferm~ de (KIM~(GI,hl)) 2 , qui d~crolt 

avec K 2 ,donc est stationnaire pour K 2 D K I assez petit. II suffit de montrer que 

u(K I) : K1 M~(ol,h I) > (lim K2M¢(G2,h 2) = dfn KIM¢(G2,h 2) 

KZ-.~I 

est injectif. On a 

KIM~(GI,h I) = KI~M~(GI,h I ) 

KIM¢(G2,h 2) = KI~M¢(G2,h 2) 

de sorte qu'il sufflt de prouver la 

u : M~(GI,h I) Variante 1.15.1. > M~(G2,h 2) est in.iectif. 



Lermne 1.15.2. 

G i ( ~ )  ^ = llm 
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Cette assertion se d~dult ais~ment des deux lewes suivants. 

Soit U i c ci(~) le ~roupe des unit~ s du centre de 

(Gi(~)/(ui) n) . Alors 

M@(Gi,h i) = K i~ \ Gi(A)/ Gi(~) ̂  

C'est un corollaire du th~or~me de Chevalley selon lequel les 

des sous-groupes de congruence de U i . 

Lemme 1.15.3. u : GI~Af)/GI(~) ̂  -----> G2~f)/G2(~) ^ est Injectif. 

Par translation ~ gauche, il suffit de montrer que 

contemple le diagrarmme 

0 > GI(~) ̂  

o ~ GI~A f) 

G i , et soit 

u-l({e])= {el : on 

( u i )  n s o n t  

> G2(~) ̂  > G2/GI(~) ̂  

f ' ,f 

> G2(/A f) > G2/GI(• f) 

o~ (G2/GI)(~) ̂  = lim 
e- 

G^(Af)IG^(~) ~ --> G2(Af)IG2(~)~ 

(G21GI)CQ)ICU21UI)n 

§ 2. Composantes connexes. 

2.1. Soit G 

on suppose que 

~) et tel que 

un groupe r~ductif connexe sur ~ . On reprend les notations I.I et 

G' n'admet pas de sous-groupe invarlant non trivial H (d~fini sur 

! 
H(I~) soit compact. Cette hypoth~se n'exclut pas que GI~ alt des 



facteurs compacts. On d~signe par 

d~riv~ G' . 
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G' le revStement slmplement connexe du groupe 

Proposition 2.2. (1) Le groupe G(/A f) a~it transitivement sur l'ensemble 

TTo(G~A)/G(@)) des composantes connexes de G(~)/G(@). 

(ii) Le groupe G'(A) a$1t t rivialement sur ~o(G(~)/G(~)). 

(iii) Le quotient de GOA) par l'image de G'(~) est un sroupe commutatif. 

L'assertion (i) r~sulte de (0.4) : G(/A) = G(A f) G(IR) O G(~) . 

Puisque G est simplement connexe, le groupe ~(R) est connexe. D'apr~s 

(0.3), G(R) .~(~) est dense dans ~A), de sorte que G~)/G(~) est connexe. 

Pour x E G(A), on a ~(~).x = x.~(/A) , de sorte que l'image de ~(A).x dans 

G(A)/G(~) est une image de G~)/~(~) : elle est connexe, et (ii) en r~sulte. 

Soit Z 

"co~nutateur" : 

le centre de ~' . L'assertion (iii) r~sulte de ce que l'application 

-I -I 
xyx y : G X G .... > G admet une factorisation 

G X G > GIC X GIC <"~ ~'IZ X ~'IZ >~' > G 

D~finition 2.3. On d~signe par ~(G) 

qui aRit fid~lement sur ~o(G~A)/G(~)) 

En d'autres termes, ~(G) est 

le quotient (conm~utatif) de G(/A) (ou G(/Af)) 

(G~A)/G(~)) , muni  de s a  s t r u c t u r e  de  g r o u p e  
0 

commutatif "~vidente". Rappelons le th~or~me suivant 

Th~or~me 2.4. Sous les hypotheses de 2.1, 

l'homomorphisme canonique 

s_~i G' est s implement connexe, alors 

(2.4.1) ~(G) = ~o(GUA)/G(~)) > ~o(T(A)IT(~)) 

est bljectif° 
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Pour prouver la surjeetivlt4 de (2.4.1), il suffit d'apr~s 2.2 (i) appllqu4 

T de montrer que G6/A f) s'envoye sur T0~f). Le noyau G' de v. G---->T ~tant 

eonnexe, on salt que, pour presque tout p , v(G(ZD )) = T(~ ) (cette formule a 
P P 

un sens pour presque tout p , et est un corollaire du th~orAme de Lang appliqu4 

G' r~duit modulo p). Ii sufflt done de prouver que pour tout p , 

V(G(%)) = T(~p) , ee qui r~sulte de (0.2) appllqu~ ~ G'. 

Le th~or~me 2.4 4quivaut ~ l'~nono4 plus coneret 

Variante 2.5. Pour tout sous-groupe compact ouvert K d.£e G~Af), l'application 

(2.5.1) v : TTo(KkG~A)/G(~)) ....... > ~o(v(K)kY(A)/T(~)) 

es~ bijectiv~. 

En effet, ~o(C~)/G(@)) = lim ~o(K\G~)/G(~)) , et de m@me pour T . 

Par ailleurs, ~o(K\G~A)/G(~)) = G(~ )o X K\G~)/G(~). Montrons qua si x , y E G~) 

ont m@me image dans le membre de droite de (2.5.1), alors ils ont m@me image dans 

celul-de gauche. Une translation ~ gauche par y-I , qui remplace K par y-iKy , 

permet de supposer que y = e . Modlfiant x par un ~l~ment de G(~ )o × K , on 

peut supposer que V(X) = T avec T £ T(~). D'apr~s le principe de Hasse (O.i) 

pour G' , l'4quatlon m(y) = T a une solution dans G(~). Corrigeant x par y , 

on peut supposer que x 6 G(/A). D'apr~s 2.2 (ii), l'image de x dans G(A)/G(~) 

est dans la composante neutre, eta fortiori x et y ont m~me image dans le membre 

de gauche de 2.5.1. 

Cette d~monstration semble utiliser, vi_._~a (O.I), que G' soit sans facteur 

E 8 . En fair, la classe dans HI(~,G ') qul obstrue l'~quation m(y) = T vient 

du centre de G' et les facteurs E 8 , ~tant adjoints, comptent pour du beurre. 

Proposition 2.6. On a K = C(~). (Koo [~ G'(]R)°) . Le groupe K N G'(]R)° est 

connexe, et 

~o(K ) -~ > Im(~o(C(~ )) ----> ~o(C(~ ))) 
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Soit h' : S > G~ > (G/C)~. Le centrallsateur de h' dans (G/C)(~) 

est connexe, car c'est un groupe compact dont le complexifi4 est connexe (comme centra- 

lisateur d'un tore). En partlculier, l'image de K dans G/C(R) tombe dans is 

composante neutre, image de G'(R) °, et K = C(~) (K N G'(]%)°). Le groupe 

K n G'(]R) ° est connexe en tout que sous-groupe compact maximal d'un groupe 

connexe. 2.6 en r4sulte. 

2.7. L'image de ~o(K ) dans ~o(G~)/G(~)) ne d~pend que de la classe de conju- 

gaison de h , et ~o(M~(G,h)) = lim ~o(K XK\G(/A)/G(~)) s'identlfie ~ ~(G)/~o(K ). 

En particuller, si G v est slmplement connexe, on a 

C2.7.1) ~o(M¢CG,h)) " > ~oCT(A)IT(Q))/no(K2 

Plus concr~tement, pour tout sous-groupe compact ouvert K de G(~f), 

est alors un espace principal homog~ne sous ~(K X K) \ T(A)/T(~). 

~o(KM¢(G,h)) 

§ 3. ModUles. 

Soient G un groupe r~ductif sur @ , h : S > G]R 

de 1.5 et E un corps muni d'un plongement complexe p : E 

Me(G) = M~(G,h). 

v~rifiant les conditions 

> C . On pose 

D~finition 3.1. Un module sur E d2e M~(G) consiste en 

(a) un schema M sur E , muni d'une action continue de G~ f) ; 

(b) un isomorphisme m de M~,p ~ avec Me(G) compatlble ~ l'action de G(~f). 

Soit F une extension flnle de E , munie d'un plongement complexe qui 

prolonge celui de E . Si ME(G,h) est un modAle de Mc(G,h) sur E , on d~slgne 

par MF(G,h) le module ~(G,h) ~F de Mc(G,h) sur F . 
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3.2. Se donner un schema M sur E , munl d'une action continue de G(~f), 

revient ~ se donner 

pour tout sous-groupe compact ouvert K de G~ f) , un schema K M sur E ; (a) 

(b) pour K et L deux sous-groupes compacts ouverts de G~ f) et pour x E G(/% f) 

que xKx -I c L , un homomorphisme JL,K(X) : KM--->L M , ces homomorphismes tel 

v~rlflant 

(=) JM, L(Y)JL,K (x) = JM,K(YX) • 

(~) JK,K(X) - Id sl x 6 K . 

(y) Pour K dlstlngu~ dans L , J d~finit une action de L/K sur K M , et 

JL,K(e) d~flnit (L/K)~M N >L M . 

On aura 

(3.2.1) M - nm 

(3.2.2) KM - K~ 

et 

3.3. Soit M(G) un module sur E de Me(G). Pour K compact ouvert dans 

G~f)~ on pose KM(G) ffi K~M(G) . Les KM(G) sont des schemas quasl-projectifs sur E , 

non n~c@ssairement ~§om~trlquement connexes. L'Isomorphisme structural m induit des 

isomorphismes 

(3.3.1) ~(G) %,0 ¢ ..... > ~¢(G) 

3.4. Supposons que G v~rifie les hypotheses de 2.1, et soit (M,m) un module 

de M~(G,h) sur E . Solt E la cloture alg~brique de E dans ~ . Pulsque M 

est d~fini sur E , le groupe des Galols GaI(E/E) aglt sur l'ensemble profinl 

~o(M %~) - lira ~o(K M %~) "~m > %("e (G'h>) 

Le groupe G(a f) agit sur ~o(~ ®~) via son quotient ~(O)/~o(K 2 ,  et %(M ~ )  
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est un espace principal homog~ne sous le groupe com~utatif ~(G)/~o(K ~) (2.6). 

L'aetion de GaI(E/E) commute ~ eelle de G(~f), donc ~ celle de ~(G)/~o(K ). 

L'action d'un ~l@ment ~ de GaI(E/E) ne peut donc @tre que la translation d~finie 

par un @l@ment I(S) de ~(G)/~o(K m) , et ~ est un homomorphisme 

(3.4.1) ~M : GaI(E/E) > ~(G)/~o(K ~) 

Supposons que E soit un corps de nombres. La th4orie du corps de classe identifie 

alors le plus grand quotient ab41ien de GaI(E/E) ~ ~ (E*(~)/E*(~)), et (3.4.1) 
o 

(3.4.2) kM : GalCEIE)ab " ~o (E~(~)IEW(~)) > ~(G)I~o(K~) 

Dans le cas particulier o~ G' est simplement connexe, l'homomorphisme 

(3.4.2) s'identifie (2.7.1) 

(3.4.3) ~ : noCE~(/A)IE~(~)) > ~oCT(A)ITC~))/~o(K) 

D~finition 3.5. Les homomorphismes (3.4.1) (3.4.2) (3.4.3) s'appellent la loi de 

r@ciprocit@ du module M . S__~i G' est simplement connexe, et que kM provient d'un 

homomorphlsme de ~roupes al~briques sur ~ d~e E e dans T , ce dernier s'appellera 

encore la "loi de r~ciprocit4" de M . 

3.6. Ii existe une r~gle, applicable ~ chacun des modules construits par Shimura, 

pour d~terminer E et la loi de r~ciproclt~ kM ~ partir de G et h . Le corps 

E , pour G quelconque, et k M , pour G' simplement connexe, se d~crlvent comme 

suit. 

3.7. L'homomorphisme compos~ hr (1.3) 

r h 
h r : G m > S¢ > G C 

est un homomorphisme sur ¢ entre groupes alg~briques d~finis sur ~ . Le sous-corps 
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E d_£e ~ est le corps de d~flnition E(G,h) 

homomorphisme. 

de la classe de conju~aison de cet 

Pour G semi-simple adjoint, le corps E(G,h) peut se d~crire co~ne suit. 

Soient A le diagramme de Dynkin de G¢ et IAI l'ensemble des so~mets de ~ . 

Le groupe de Galois Gal(~/~) agit sur A . 

Soit H un tore maximal de G~ , muni d'un systAme de racines simples 

(~i)i E 141 " Les ~i identlfient H ~ Gm~ . Pour tout homomorphisme 

A 
u : @m~ > G~ , il existe alors un unique homomorphisme u' : Gm~ > H = Gm¢ : 

n. 
x > (x I)iEIA I avec n i k O , qui soit conjugu4 ~ u . La construction 

u I >~(u) = (ni)iEiA I identifie l'ensemble des classes de conjugaisons d'applica- 

tions de @me dams G~ avec l'ensemble des fomctions de 141 dams N . On en d~duit 

que le corps E(G,h) est d4fini par le sous-groupe de GaI(~/Q) qui stabilise ~(h r). 

g 
Proposition 3.8. Soit G/C - H G i la d~composition du ~roupe adjoint 

i=l 
h 

en facteurs Q-simples, et soit h i le compos~ h i : S > G~ > G i 

c/c 

(i) Le sous-corps E(G,h) d__ee ~ est le oompos~ des sous-corps E(T,Voh) e__~t 

E(Gi,h i) (I ~ i ~ g) d~e ~ . 

(ii) Si l'involution d'opposition du diaKramme de Dynkin de G i respecte ~(hir) , 

alors E(Gi, h i ) est totalement r~el. Simon, E(Gi,h i) est une extension quadratique 

totalement ima~inaire d'un corps de nombres totalement r~el. 

L'assertion (i) est facile ~ v~rifier, et il sufflt de prouver (ii) pour G 

q-simple et adjoint. Soit A son diagramme de Dynkln. II r~sulte des hypotheses 1.5 

que G~ admet un tore maximal compact ; ceci implique que la conjugaison complexe 

agit sur A par l'involution d'opposition ~ . Celle-ci est dans le centre du 

groupe des automorphlsmes de A . 

Soit E' l'extension galoisienne de @ d~finie par le sous-groupe de 

GaI(~/W) qui agit trivialement sur A . Alors, l'image o de la conjugaison 

complexe est centrale dams GaI(E'/~) ; il en r~sulte que E' est totalement r~el 
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ou extension quadratique totalement imaginaire d'un corps totalement r~el. Enfin, 

est l'identit~ sur E(G,h) c E' si et seulement si ~ respecte ~(h r) , d'o~ 

l'assertlon. 

3.9. On reprend les notations de 3.6. On suppose que 

que E contlent E(G,h), et que le plongement complexe de 

E(G,h). Le morphisme compos~ 

r"(h) : v h r : m G r > S_~ h > G¢ 

G' est simplement connexe, 

E induit celui de 

ne d4pend que de la classe de conjugaison de 

provient par extension des scalaires de E 

algdbriques sur E , encore notd 

des scalaires a la Well, et soit 

, . , ,  = ('a) 

La l o i  de r ~ c i p r o c i t ~  de 

(3.9.1) 

r"(h) : 
m 

r'(h) : E W 

RE/~(r" (h)) 

h r . Ii est donc d~fini sur E , i.e. 

C d'un homomorphisme de groupes 

> T E . Appliquons la restriction 

> T , le compos~ 

>R~/~CTE) NE/~T . 

M est l'inverse r(G,h) de r'(h) : 

r(G,h) = r'(h) -I : E ~ > T . 

3.10. Exemple II. Soient H un tore et h : S > HR . Les conditions de 1.5 

sont automatiquement v~rlfi~es. Les KM~(H,h) sont des ensembles finis. Un schema 

r~duit fini sur le corps E(H,h) (3.7) s'identifie ~ un ensemble galoisien. On 

en d~duit qu'il existe ~ isomorphisme unique pros un et un seul module de M~(H,h) 

sur E(H,h) , de loi de r~clprocit~ donn~e par 3.9.1. On le note M(H,h) . 

3.11. Solt F un extension finie de E , munie d'un plongement complexe qui prolonge 

celul de E . Le diagramme 
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NF/E 
F ~ > E ~ 

est commutatif. Si ME(G,h) est un module sur E de M¢(G,h), ayant (3.9.1) pour 

loi de rdclprocit~, 11 en r~sulte que MF(G,h) (3.1) a encore (3.9.1) pour la loi 

de r~clproclt~. 

3.12. Soient u : (Gl,h 1) 

de M¢(Gi,h i) sur E i . Solt 

On a (notation de 3.1) 

¢Gi'hi) @z ¢ 

I1 a doric un sens de se demander sl 

u : M¢(GI,h 1) 

est ddflni sur E . 

>(G2,h 2) comme en 1.14, et M i(Gi,h i) un module 

E le compos~ des sous-corps E IE et E 2 de ¢ . 

- M¢(Ci,h i) (i = 1.2) . 

>H¢(G2,h 2) 

D~finition 3.13. Soient G un ~roupe r~ductif connexe sur ~ v~rifiant la condi- 

tion de 2.1, h : S > G]R un homomorphisme v~riflant les conditions de 1.5 e t 

E une extension de E(G,h) (3.7) -,_,~!e d'un plonRemen$ c@mplexe orolon~e,nt celu~ 

d~e E(G,h). On module ME(G,h) de M¢(G,h) su__/_r E est dit £aiblement canonique 

si, pour tout tore u : Hc - - -  ~ G dans G , muni de h' : S > H R tel ~ue u h' 

s oit le conJugu~ de h par un ~l~ment de G(•), le morphi@me (1.14) 

M¢CB,b') > ~(GJ".) 
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est d~finl (3.10) (3.12)sur le compos~ E(H,h'). E c ¢ . Un modAle 

dlt csnonlque s'il eat faiblement canonique et que E = E(G,h). 

ME(G,h) es__! 

3.14. Traduction. Soit M un module canonique de M¢(G,h), de loi de r~ciprocit~ 

%M " Si G' est simplement connexe, alors %M est donn~e par 3.9.1 (5.6). Pour tout 

sous-groupe compact ouvert K de G(Akf), d~slgnons encore par ~(K) l'image de K 

dans ~(G)/Wo(K ), et soit E(K) l'extension de E(G,h) d~flnle par le groupe 

de classes d'id~les %MI(~(K)). On v~rlfie que E(K) est le corps de d~flnltion 

o de consld~r~e comme soua-sch~ma de de Is composante neutre KMc KM¢ , 

KM~ ffi KM®E, ~ " 

Par d~flnition, KM~ provient par extension des scalaires de E(K) 

d'un sous-sch~ma K M' de KM®E(K) . Le schema KM'/E(K) eat gdomdtriquement 

connexe sur E(K), et on peut encore d~crlre le schema K M' comme celle des 

composantes connexes (sur E) de K M qul, apr~s extension des scalalres de E 

~ ~ contient l'orlgine 

K M < "Z M' < K~ 

Spec(E)  

Spec(E(K) 

ffi Spec (E)  

Spec(¢) 

Shimura a l'habitude de s'exprimer en terme du syst~me des vari~t~s KM'/E(K) 

et des homomorphismea de type 2.2 qu'on a entre celles-ci. Pour un ~nonc~ typlque, 

volt [14, p. 146]. Pour la traductlon, cf. [14, 2.7]. 



143 

3.15. Pour u : (H,h') -------> (G,h) comme en 3.13, l'image de M¢(H,h') dans 

KMe(G,h) est un ensemble fini. L'hypoth~se est que cette partle de KM¢(G,h) 

soit d~flnle sur E(H,h'), que ses.polnts soient d~flnls sur une extension ab~llenne 

de E(H,h'), et que GaI(E(H,h')/E(H,h')) les permute d'une mani~re precrite. 

On appellera "sp~ciaux" les points de KM¢(G,h) dens l'image d'un M~(H,h'). 

Supposons connu un plongement projectif q : KM~---'--->P r , qul solt 

d~flni sur E(K). On peut l'interpr~ter comme ~ : X ° > pr (cf. 1.7, 1.8) . 

Si u h' E X est dens X °, alors les coordonn~es de ~(u h') engendrent sur 

E(K) E(H,h') une extension ab~lienne de E(H,h') qu'on peut expllciter comme 

corps de c l a s s e .  

3.16. L'exemple classlque d'une telle situation est fourni par le sch~ma de module 

des courbes elliptiques (correspondent ~ G = GL 2 , K = GL2(~ ), h c~ en 1.6), 

et par ceux de ses points d~flnis par des courbes elliptlques ~ multiplicatlon 

complexe. 

Soit j l'invariant modulaire, vu comme fonctlon sur le demi-plan de 

Poincar~ X ° . Si 7 E X ° appartient ~ un corps quadratique imaglnalre K , solt 

L ( ~ )  = Z e E T c ¢  , e t  s o i t  

e s t  l ' e x t e n s i o n  a b ~ l i e n n e  de 

de ~ ( T ) ' .  Si  o dans Ga lo i s  

L(7') ~L(7) ®@(~) L , on e 

~(7) = [k  E K ] k L(7) C L(T)]. Le corps K(j(7)) 

K de groupe de Galois le groupe des classes d'id~aux 

correspond ~ un module Inverslble L , et si 

j(~) = jCT,) c . 

Pour des exemples explicltes plus ~tranges, voir [15] pg ¢5-¢6. 
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§ 4. Vari~t~s ab~liennes. 

4.1. Soft k un corps alg~briquement clos de caract~ristique 

+ 
v a r i ~ t g  a b ~ l f e n n e  s u r  k . P o u r  n ~ ~ , o n  d g s i g n e  p a r  A 

n 

multfplfcatfon par n . Les A forment un syst~me projeet£f 
n 

(~nm, n : %m >A n est x ~-->x m) et on pose 

0 . Soit A une 

le noyau de la 

T(A) = lim % : V(A) = ~f ®~F.T(A) 

Le ~ -module T(A) est le produft des modules de Tare (= representations de 

Well) T~(A) . Sf k = C , on a 

(4.1.1) T(A) = ~ ® HI(A , m) 

(4.1.2) V(A) = A f ® HI(A,@) 

4.2. La cat4gorie des yari4t~s ab~liennes ~ isog4nie pros sur k est la cat~gorie 

dont les objets sont les varifies ab~liennes sur k et dans laquelle 

HOmiso(A,B) = Hom(A,B) ® ~ . On d~signe par A ® ~ la vari4t~ ab~lienne ~ isog~nie 

pros "sous-jacente" ~ une varlet4 ab~lienne A . Tout foncteur additif de la cat4gorie 

des vari~t~s ab~liennes dans une eat4gorie additive ~-lin4afre se factorise par 

le foncteur A; > A @ Q . Ainsi, le foncteur contravarfant "varf4t~ duale" 

A I > A W se prolonge aux varf~t~s ab41iennes ~ isog4nie pr~s. Le foncteur A| > V(A) 

se prolonge de m~me. De plus, si A ° est une vari~t~ ab~lienne ~ isog4nie pros, 

fl revient au m~me de se donner B , plus un fsomorphisme B ® ~ = A ° , ou de se 

donner . 

4.3. Soft A une vari~t~ ab~lienne sur k . On d~sfgne par NS(A) le groupe des 

classes d'~quivalence alg~brique de faisceaux inversibles sur S . On d~finft une 

polarisation effective (resp. une polarisation) de A comme un ~l~ment de NS(A) 
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(resp. de NS(A) ® ~) dont un multiple positif est d~fini par un plongement projectif 

de A . Une polarisation homo~ne est un ~l~ment de (NS(A) ® ~)/~ qui est la 

classe d'une polarisation. 

Rappelons que NS(A) ® ~ s'identifie par une bijection p > p' ~ l'ensem- 

ble des ~l~ments de Hom(A,A ~) ® ~ ~gaux ~ leur transpose. Un isomorphisme 

u E Hom(A ® ~, B ® ~) induit des isomorphismes de Hom(A,A ~) ® ~ avec 

Hom(B,B ~) ® ~ , de NS(A) ® ~ avec NS(B) ® ~ , et transforme polarisation 

en polarisation. Ceci permet de parler de ~olarisation d'une vari~t~ ab~lienne 

isog~nie pr~s. 

4.4. Une polarisation p de A d~finlt dans End(A) ® ~ une involution positive 

u I > p'-lu~p' , qui ne d~pend que de la polarlsation homog~ne ~.p. 

$oit F un produit de corps totalement r~els, et soit p : F ~ End(A) ® ~ . 

Soit NS (A) c NS(A) l'ensemble des p tels que p'.p(f) = p(f)~p' pour f E F . 
P 

Le vectoriel NS (A) ® ~ est muni, pour f E F , d'une action de F : 
0 

(f.p)' = p'o p(f) = p(f)~ o p' . Une polarisation faible de A (relative ~ p , F) 

est un ~l~ment de (NS (A) ® ~) /F ~qui est la elasse d'une polarisation. L'ensemble 
P 

des polarisations faibles de A ne d~pend que de A ® ~ . La restriction au cen- 

tralisateur de F de l'involution de End(A) ® ~ , d~finie par une polarisation 

p E NS (A) , ne d~pend que de la polarisation faible F~.p . 
P 

4.5. Si A ~ est la duale d'une vari~t~ ab~lienne ~ isog~nie pros A , alors 
o o 

V(A O) et V(Ao~) sont en dualit~ ~ valeurs dans ~f(1). Sip est une polarisa£ion 

de A ° , la forme de polarisation ~p(X,y) = ~x , p'(y)> est une forme altern~e 

non d~g~n~r~e sur le ~f-module libre V(A o) , ~ valeurs dans ~f(1) . 

Les rappels 4.1 et 4.5 s'~tendent aux schemas ab~liens sur une base quel- 

conque. 
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4.6. Falsons k - ~ . Le foncteur addltif A ! > HI(A,~) se prolonge aux vari~t~s 

ab~llennes ~ isog~nle pros sur ~ (4.2). Pour A une vari~t~ ab~lienne ~ Isog~nle 
o 

pros, HI(Ao, ~) et HI(Ao @, ~) sont en dualitY. Via 4.1.2 et l'isomorphlsme de 

• f(1) avec A f d~flni par l'exponentielle, cette duallt~ est compatible ~ celle 

consid~r~e en 4.5. La forme altern~e Sp(X~y) = <x,p'(y)> sur HI(A ° ~) d~flnle 

par une polarlsatlon p de A ° s'appelle encore la forrae de p01arisatlon . 

La structure de Hod~e de HI(Ao, ~) est 1'homomorphlsme h : S > GL(HI(Ao,~)) R , 

tel que S aglsse sur HI(Ao,~) ® ¢ par les caract~res z -I ee z , et que 

F(h) ° (1.5) soit le noyau de l'exponentielle HI(Ao,~) ® ~ ~ > Lie(A) . 

Th~or~me 4.7. (Riemann). Lee constructions 

(A , p) l > (HI(A,~), Sp , HI(A , Z) , h) 

(V, $ , V z, h) t > ~h) °\v®¢/v~ 

~tabliesent une~quivalence entre 

(a) vari~t~s abdliennes polarls~es sur C ; 

(b) syst~mes f0rm~s dmun vectorlel V sur Q , dtune forme altern~e non d~n~g~r~e 

sur V ~ dWun r~seau entier V~ dans V et d'un homomorphisme h de S dans 

l e  g roupe  Gp(V)]R des  s i m i l i t u d e s  s y m p l e c t i q u e s  de V @ ~ ,  du type  1 .6  e t  t e l  

que 

~(x , h(1)x) > o (x E v ® ~ ,  x # o )  , 

V a r i a n t e  4 . 8 .  I1 r e v i e n t  au raSme de se  donner  une v a r i ~ t ~ s  a b ~ l i e n n e  ~ i s o g ~ n i e  

p r o s  A s u r  ¢ , munie d ' u n e  p o l a r i s a e i o n  homog~ne, ou de se  donner  un v e c t o r i e l  

s u r  ~ , muni d~une forme a l t e r n ~ e  non d~g~n~r~e ~ , donn~e ~ un f a c t e u r  p r o s ,  

e t  de h : S_---> Gp(V) du type  1 . 6 .  
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4.9. Soient L une alg~bre semi-simple ~ involution sur ~ , et V un vectoriel 

sur ~ , munl d'une structure de L-module fiddle et d'une forme altern~e non 

d~g~n~r~e ~ telle que 

(4.9.1) ,(4x , y) - ~(x , 4~y) 

On d~signe par G le groupe alg~brique sur ~ des similitudes symplecti- 

ques L-lin~aires de V . Le groupe G(~) est l'ensemble des g 6 GLL(V) tels 

qu'il existe ~(g) 6 @w v~rlfiant 

(4 .9 .2 )  ~(gx , gy) = ~(g) ~(x ,y)  

On suppose donn~ un homomorphisme h ° : S > G~ tel que, via h ° , 

agisse sur V¢ par les caract~res z -I et ~-i et que la forme ,(X,ho(i)y) 

soit sym~trlque et d~flnie positive. Les conditions (1.5.1) ~ (1.5.3) sont alors 

v~rifi~es par (G,ho) , et l'involutlon de L est positive. 

4.10. Appliquons (I.II) a (G , h ) eta la representation V de G . Une 
O 

G-structure ? sur un vectorlel H s'interpr~te, par 1.8, comme la donn4e sur 

H d'une structure de L-module et d'une forme altern4e ~ , donn~e ~ un facteur 

pros, le vectoriel H , muni de ces structures, 4tant isomorphe ~ V . Solt 

une G-structure sur H ..Une donn~e 1.9 (b) h : S > G~ sur H d4finit alors, 

d'apr~s 4,8 appliqu~ ~ (H, ~ , h), une varl~t4 ab~llenne ~ isog~nie pros A , 

munie d'une polarlsatlon homog~ne p , telle que H soit HI(A , ~) , h la 

structure de Hodge de HI(A , ~) et ~ la forme de polarisation. De plus, la 

structure de L-module de H provlent de p : L > End(A), et H , muni de 

et h , est d~termin~ par (A , ~ , 0). 

Pour qu'un triple (A~ p, p) provienne d'un H comme plus haut~ il faut 

et il suffit que 

(4.10.1) HI(A , Q) , munl de sa structure de L-module et de la forme de pola- 

risation (donn~e ~ un facteur pros), est isomorphe ~ V ; 



(4.10.2) Pour Z : V---->HI(A , ~) 

Soit t l'applieatlon de L 

(4.10.3) t(6) 

Scholie 4.11. Soit 

~-lh~ 

148 

un isomorphisme, 

dans ~ donn~e par 

- Tr(~ ; V@/F°(ho )) 

K un sous-Kroupe compact ouvert de 

est conjugu4 ~ h 
0 

G(A f) . Les points de 

KM¢(G , h o) correspondent bijectivement aux classes d'isomorphie de vari~t~s 

ab~liennes ~ isog4nie pros A , munies de 

(a) p : L > End(A) tel que 

Tr(p(6), Lie(A)) = t(6) (4 6 L) , 

(b) une polarisation homog~ne p qui induise l'involution donn~e de L , 

(c) une c~asse mod K , ~ , de similitudes sympleetiques L-lin~aire 
A 

k : V(A) ~ > V®A f , 

et telles que 

(e) les conditions (4.10.I) (4.10.2) soient v~rifi~es. 

On applique i.II et 4.10~ en notant qu'une donnfie 1.9 (e) s'identifie 

une donn~e (c), etque les conditions en (b) et (a) r~sultent de (4.10.1) et (4.10.2) 

respectivement. 

4.12. Soient K un sous-groupe compact ouvert de G(~ f) , V2Z un r~seau entier 

darts V tel que V~. = V~ ® ~ soit K-invarlant, LZZ un ordre de L tel que 

L~Z V2Z c V~ , ~ un multiple rationnel positif de la forme altern~e de V , 

valeurs entiAres sur V2Z , et V~. le plus grand r~seau de V tel que ~V~z " ,V~ )C?z.. 

G(~% f) ~. ^ } On suppose n assez Soient n un entier, et K n = [g 6 I(g-l)V = n VTz . 

grand pour que K D K 
n 

Si A est corinne en 4.11, alors k-l(v~ ) C V(A) ne d~pend pas de k 6 k , 

at d~finit une vari4t~ ab~lienne B avec B ® ~ ~ A at T(B) = k-l(v~. ) c V(A) . 



149 

L'actlon de L sur A induit une action de L Z sur B . Ii existe un unique 

polarlsatlon effective p de B , avec p E ~ , telle que k-l(v~ ~ ) soit le 

plus grand "r~seau" T'(B) D T(B) v§rifiant ~p(T(B)j T(B)) c ~ (I). Enfin~ 

l'ensemble ~ d'isomorphlsmes symplectiques L-lin~alres de T(B) avec V~ est 

l'image r~clproque de son image L dans Isom(Bn3 V2Z / n V E ) . 

Cecl permet encore d'interpr~ter les points de KM¢(G,ho ) comme correspon- 

dant aux classes d'isomorphie de syst~me (B~ p ~ p ~ ~n ) consistant en 

(a) ume vari~t~ ab~lienne polaris~e (B, p), ~ multiplication complexe par L Z , 

v~rifiant 4.11 (a) (b) , 

d'isomorphismes k : B N V~ /n (b) une classe mod K/K n , n n n 

se relever en des isomorphismes symplectiques L-lin~aires k : T(B) 

et qui v~rifient (4.10.1) (4.10.2). 

qui peuvent 

> V~ , 

4.13. D~signons par F l'alg~bre des invariants par ~ du centre de L . C'est 

un produit de corps totalement r~els. II existe une et une seule forme F-bilin~aire 

altern~e F~ sur V telle que TrF/~$ ffi $ . 

On d~signe par G I le groupe des similitudes symplectiques L-lin~aires 

~(g) E F* de F$ : GI(~) est l'ensemble des g E GLL(V) tels qu'il exlste 

v~rlfiant 

(4 .13 .1)  F$(gx, gy) = ~(g) F~(x,y)  , i . e .  

(4 .13 .2)  ~(gx, gy) = ~(~(g)x,  y) 

Comme plus haut, on v~rifie la 

Variante 4.14. Soit K un sous-~roupe compact ouvert de GI(A f) . Les points de 

KM~(GI , h o) correspondent bijectivement aux classes d'Isomorphie de vari~t~s 

ab~llennes ~ isog~nie pros A , munies de 

(a) p : L > End(A) couune en 4.11, 
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(b) une polarisation faible (relative ~ F ) ~ qui in__duise l'involution donn~e 

de  L , 

(c) une classe 

(pour les formes 

(*) 

mod K de similitudes symplectlques L-lin~aires k : V(A) =~V ®~f 

F ®Af-bilin~aires des deux membres),et telles que 

des conditions analogues ~ (4.10.1) (4.10.2) soient v4rifi~es. 

4.15. On peut pr4ciser 4.11 et 4.14 en montrant que KM¢(G , h) est le schema 

de modules grossier d'un foncteur ~vident sur les schemas de type fini sur ~ . 

4.16. Exemple I (suite de 1.6, i.ii). 

Soient V~, n et K n comme I.ii. Pour tout schema S , soit 

Plagons-nous dans le cas particulier 

de 4.9 o5 L = ~ et o5 dlm(V) = 2g . On a alors G = Gp(V) (groupe des simi- 

litudes symplectiques). Pour ho : _S > G]R de type 1.6 , on a E(Gp, h o) = ~ . 

F(S) l'ensemble 

des classes d'isomorphie de schemas ab~liens polaris~s de la s~rie principale A/S , 

munis d'une similitude symplectique k : A ~ > (V~/n V~) s . Pour n k 3 
n n 

les objets classifies n'ont plus d'automorphismes et le foncteur F est repr~sent~ 

par un Q-schema K M [6] . D'aprAs I.ii, 4.11 et 4.12 , on dispose de 
n 

m : M(¢) ~ > nM¢ (Gp , h )  
n K n K o 

Dans le langage 3.1, on a 

Proposition 4.17. L_ee @-sch4ma M(Gp , h ) = lim M est un module sur 
o , K n 

= E(Gp , h o) d__~e Mc(G p , h o) 

4.18. Pla~ons-nous dans le cas particulier de 4.9 o~ V est un L-module monog~ne. 

Les groupes G et G 1 sont alors contenus dans le centre de L* . 

Soient E une clSture alg~brique de E(G,h) et M + l'ensemble des classes 
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d'isomorphle [A, p, k, p] d'objets (A, p, k, ~) consistant en 

(a) une vari4t4 ab~lienne ~ isog4nie pros A/E , munie d'une polarisation homog~ne 

et de p : L > End(A) tel que avecla notation de 4.10.3, on air pour 6 6 L 

Tr(6 , Lie(A)) = t(6) 6 E(G,h) 

(b) un isomorphisme L ® ~f-lin~aire k : V(A) ~ > V ® ~f . 

A est donc "de type CM" . 

On renvoie 

La vari4t4 ab41ienne 

[16] pour la d~monstration du th~or~me fondamental sulvant. 

Th~or~me 4.19. (Shimura-Taniyama). Le ~roupe de Galoi 9 GaI(~/E (G,h)) agit sur 

M + via son plus grand quotient a b~lien ~o(E(G,h)W ~)/E(G,h)W(~)). Pour 

f 
E E (G,h)~ (~) , d'ima~e ~(~) dans Galois rendu ab~lien , et de composante 

dans E(G,h) ~ (~f), on a 

(4.19.1) ~(!) ([A, p , k , p)]) = [A, p , r(G,h)(ef), k, ~] 

Soient T un plongement de E dans 

K un sous-groupe compact ouvert de G(~ f) et 

d'isomorphie d'objets (A, p , ~ , ~) o~ 

(a) A, p et ~ sont comme plus haut ; 

(b) ~ est une classe mod K 

k : V(A) ~> V ®A f ; 

(c) le vectoriel HI(A~, ~) 

C qui prolonge celui de E(G, h) , 

KM(G,h) (E) l'ensemble des classes 

de similitudes sympleetiques L ® ~f -lin~aires 

(o~ A~ est d4fini via T), muni de l'action de 

V . et de la forme de polarisation (donn~e ~ un facteur pros) est isomorphe 

D'apr~s 4.19 , la condition (c) est ind~pendante du choix de ~ , de sorte 

que l'ensemble flni KM(G, h) (E) est muni d'une action de GaI(~/E(G,h)) ; en 

tant qu'ensemble galoisien, il s'identifie ~ l'ensemble des points sur E d'un 

E(G, h)-seh4ma fini 4tale KM(G,h). D'apr~s 4.14, KM(G,h)(¢) = G(~)xK\G~)/G(~) 

et par 4.19, on a : 
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Proposition 4.20. L_~e E(G,h)-sch~ma M(G,h) = lim KM(G,h) 

d~e M¢(G,h). 

est un module canonique 

Th~or~me 4.21. Le module M(Gp, h o) construit en 4.17 est un module eanonique. 

Soient (V, 8) corm~e en 4.16, L , p : L ---->End(V), G et h : S > O~ 

comme en 4.18. On dispose de u : (G,h) V > (Gp, h ). Soit K c G~f), tel que 
O 

u(K) C K n (4~16)~ Si E est une cl~ture alg~brique de E(G0h), oi~ d~finit 

u : KM(G,h)(E) > K M(Cp, ho ) (E) 
n 

par "oubli de la multiplication complexe", en associant ~ [A, p, ~, ~] le triple 

form~ de 

(a) la vari4t4 ab~lienne B , munie de B ® ~ ~ A et telle que 

T(B) = k-l(v~ ) c V(A) (k 6 ~) ; 

(b) la polarisation ~ de B 

(c) l'isomorphisme k : B n N > V~ /nV~ (k 6 ~) 

Les applications u d~finissent un morphisme de modules 

u : M(G,h) > M(Gp,h o) ® E(G,h) . 

On ach~ve la d~monstration en montrant ([8]) que pour tout 

u : (H,h') > (Gp, h o) comme en 3.13, il existe v : (G,h) > (Gp, h o) 

plus haut (pour L convenable) tel que uh' = vh . 

C on'~le 

Variante 4.22. Soient F un corps de nombre totalement r~el, n = [F : ~] , et 

GP2g(F) le groupe des similitudes sympleetiques d'un F -veetoriel symplectique 

de dimension 2g . Soit h ° : S > GP2g(F) ~ ~ GP2g(~0 n corm~e en 1.6. On peut 

construire un module canonique de Mc(GP2g(F) , h o) ~ partir de modules des sch4mas 

ab~liens faiblement polaris~s. 
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5. Techniques de construction. 

La d~finition 3.13 n'est utilisable que parce qu'il y a "beaucoup" de 

points sp~eiaux. 

Th4or~me 5.1 . Soient G e_~t h comme en 3.13 . Pour toute extension finie F 

de E(G,h), il existe (H, h' c . __ , u : H i G) comme en 3.13 tels que l'extension 

E(H,h') d__£e E(G,h) s0it lin4airement disjointe de F • 

Soit Y = H0m($ m, G)/G le schema des classes de conjugaison de morphismes 

de G m dans G . Le groupe de Galois Gal(~/~) agit sur l'ensemble (discret 

infini) Y(C) des classes de conjugaison de morphisme de %~ dans G C . Soit 

Y le sous-sch4ma fini de Y tel que Y (~) soit l'orbite sous Galois de la 
o o 

classe de hr. C'est le spectre de E(G, h). 

Soient V' = Lie(G), consid~r~ comme espace affine sur ~ , et soit V 

le sous-sch~ma ouvert des ~l~ments r~guliers de l'alg~bre de Lie. Pour v dans V , 

on d~signe par T le centralisateur de v (un tore maximal). Soit W le sch4ma de v 

module des fores maximaux T de G , munis de s : G v 6 Lie(T) 
m 

tels que 

(a) v est r~gulier dans Lie (G) ; 

(b) la classe de s : G > G est dans Y 
m o 

>T et 

Le morphisme f : W > V : (T,s,v) I > v est fini 4tale surjectif 

(noter que T = Tv). Soit V le morphisme de W dans Yo : (T,s,v) ! > (classe 

de s). 

f 
W ~ V 

(5.1.1) 

Spec(E(G,h)) > Spec(~) 
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Lemme 5.1.2. Le schema W est irr~ductible, et les fibres ~om~tri~ues de p sont 

(~om~triquement) irr~ductibles. 

Puisque Yo est irr~ductible (le spectre dtune extension de 

de prouver la seconde assertion. Elle r~sulte de ce que 

(a) puisque G est connexe, le schema sur ~ des homomorphismes de ¢ dens 
m c 

G¢ , conjugu~s ~ un homomorphisme donnd, est irr~ductible ; 

(b) pour i : Gm¢ -'~G¢ donn~, d'apr~s le th~or~me de conjugaison des fores 

maximaux appliqu~ au centralisateur (connexe) de i(~m¢) , le schema des tores 

maximaux de  ¢ contenant i(G ) est i r r ~ d u c t i b l e .  
me me 

~ ) ,  il sufflt 

Soit U c V(]R) l'ensemble des v E V(R) tels que Tv/C(]R) soit 

compact. Pour la topologie usuelle, U est un ouvert. 

Pour v E O et w E W(¢) tel que f(w) = v E V(R) c V(¢) , il existe 

un et un seul homomorphisme h(w) : S >T v , tel que h(w) o r = s : apr~s 
-- w 

extension des scalaires A 

h ( w )  = s o z . ~ o~ 
w w 

S o i t  v E U • D ' a p r ~ s  l e  t h ~ o r ~ m e  de  c o n j u g a i s o n  d e s  s o u s - g r o u p e s  c o m p a c t s  

maximaux dens G/C(]R) ° , il exlste g E G(~) (m~me g E GI(~) °) tel que 

g T v g-1 cKo . Puisque T v est un tore maximal , g Tvg-1 contient le centre 

de K m . On en d~duit l'existence de w q W(~) tel que f(w) = v et que h(w) 

soit conjugu~ ~ h . 

On conclut la d~monstration de 5.1 en appliquant au diagramme~.l.1) et 

U la variante suivante du th~or~rae d'irr~ductibilit¢ de Hilbert, dont je dois 

la ddmonstration h J.P. Serre. 

Lemm_.__~e 5.13. Soient E une extension finie de ~ ,e tun dia~ramme con~nutatif 

$pec(g) > Spec(~) 
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dens lequel 

(i) V est un ouvert de Zariski d'u n espace affine sur @ 

(ii) les fibres ~om~triques de p sont irr~duetibles, e__tt 

(iii) f est quasi-finl et dominant. 

Alors, pour tout ouvert U C V(~) 

F de E , il existe v 6 V(~) n U tel que 

de E lin4airement dis~ointe de F . 

W est r4duit. 

(topolo~ie usuelle) et toute extension 

f-l(v) soit le spectre d'une extension 

Soit W' = W ~F . Les hypotheses de 4.12 sont encore v4rifi4es pour 

W'/F et f' : W' >W -> V , et il faut construire v 6 V(~) N U tel que 

f'-l(v) = f-l(v) ~E F soit le spectre d'un corps. Ceci nous ram~ne au cas o~ E = F , 

qui r~sulte du th~or~me d'irr~ductibilit~ de Hilbert (cf. Lang, Diophantine Geometry, 

Chap VIII). 

Proposition 5.2. Pour x 6 M~(G,h) e_~t K compact ouvert dens G(~f), 

dens KMc(G,h) d__ee G~f).xc M¢(G,h) est dense. 

C'est une consequence de (0.4). Le lecteur v~rifiera : 

l'ima~e 

Proposition 5.3. Soient E un corps muni d'nn plonsement complexe p , X u~n 

schema sur E e_tt Y un sous-sch~ma r~duit ferm~ de X C . Supposons qu'il existe 

des extensions finies E i d~e E dens C, des schemas Mi,~/E i et des Ei-morphismes 

vi, ~ : Mi, ~- > X % E i , soit v.1 : j~ Mi,& ~ X ® EEl , tels ~ue E =~ E i , 
i 

que vi(J~ M i ®E. ~)cY et que vi(~M i ®E ~) soit dense dens Y . 
i ~ i 

Alors, Y est d~fini sur E . 

Corollaire 5.4. Soit u : (G I, hl) ' > (G2,h 2) cormme en 1.14. Soient 

ME(GI,h I) et ME(G2'h 2) des mod~les faiblement canoniques des M~(Gi,h i) sur 

un corps de nombre E (E(Gi,h i) c E c ~). Alors v : Mc(GI,hl) > M~(G2,h 2) 

est d~fini sur E (cf. 3.12) 
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Soient K i c Gf(/% f) des sous-groupe compacts ouverts tels que v(K I) c K 2 . 

Prouvons que v(KI'K2) :KIM~(GI'hl) > K2M¢(G2,h 2) est d~finf sur E . Soft 

u : (H,h') > (Gl,h I) comme en 3.13 et F = E. E(H,h'). Pour g 6 GI(~ f) on 

dispose de F-morphismes 

a(g) : MF(H,h, ) >MF(GI,hl ) i_> MF(GI hl ) > KIMF(GI,fl ) 

v(g) 
b(g) : MF(H,h') >MF(G2,h2) > MF(G2,h 2) > K2MF(G2,h 2) 

et, aprAs extension des scalaires ~ C , v(KI, K 2) o a(g) = b(g) . 

GrSce ~ 5.1 et 5.2, on peut appllquer 5.3 ~ X = KIME(GI,hl)x K_2ME(G2,h 2), 

au graphe Y de v , aux E i = E.E(H,h') pour (H,h',u) variable, et aux 

(a(g), b(g)) : MEi(H,h') ---->XEi : on trouve que le graphe de v est d~fini 

snr E . 

Dans le cas particulier (Gl,h I) = (G2,h 2) , u = Id , 5.4 signifie : 

Corollaire 5.5. A isomorphisme (unique) pros, il existe au plus un module faiblement 

canonique de M¢(G,h) sur E (E(G,h) c E c ~). 

Corollaire 5.6. Si G' 

faiblement canonique de 

est simplement connexe, la loi de r~ciprocit~ d'un module 

Me (G,h) su._/.r E (E(G,h) c E c ~) est donn4e par 3.9.1. 

MSme d4monstration que le cas particulier V : (G,h) > (T,vh) de 5.4. 

Corollaire 5.7. Soit v : (Gl,h I) r > (G2,h 2) con=he en 1.15. 8i M¢(G2,h 2) 

\ G2,h 2 Gl,h I admet un module faiblement canonique sur E , aveo E( ) c E( ) c E c ~ , 

alors M¢(GI,h I) admet un module faiblement canonique sur E . 

Soit K i un sous-groupe compact ouvert de Gi(~f). Utilisant 1.15, on se 

ramAne a montrer seulement que sl v(K 1) C K 2 e t  que 1M~(GI,hl) c ~2M¢(G2,h2) , 
K 

alors le sous-sch~ma KIM¢(GI,h I) de K2M¢(G2,h 2) - K2ME(G2,h 2) ®E C est d~fini 

sur E . 
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Soit u : (H,h'): > (Gl,h I) comme en 3.13 , et pour g E GI~ f) , soit 

a(g) l'homomorphlsme compos4, d~fini sur F = E.E(H,h') : 

a(g) MF(H'h') >MF(OI, hl) v(g) : > MF(GZ,h2) > K2MF(G2,h 2) • 

Grace ~ 5.1 e t  5.2, on conclut en appliquant 5.3 ~ X =K2ME(G2,h2), 

Y " (Gl,h I) = E.E(H,h') pour (H,h',u) variable et aux KIMc , aux E i 

a(g) : MEi(H,h') >~i ' 

Exemple 5.8. Pour (G,h o) cormne en 4.9 , on construit par 5.7 et 4.21 un module 

canonique M(G°,ho ) c M(Gp(V, 4), h o) ®~ E(O°, h°). 

Variante 5.9. Soit (Ol~h o) tel que, avec les notations de 4.22, il exlste 

u : (Gl,ho)~ >(GP2g(F) , h o) (par exemple (G~, h o) avec (GI, h o) corme en 4.13). 

Une application de 5.7 fournit un module canonique de M(GI,h o) . 

Proposition 5.10. Soient (O,h) come en 3.13, des corps de nombres 

-- (G,h) un module faible- E i : E(G,h) c E i C ¢ , E l'intersection des E i , et MEi 

ment canonlque de M~(G~h) su__/_r E i . Ii existe alors un unique module ME(G~h) 

d~e Mc(G,h) sur E , tel ~ue pour tout i le module ME(G,h) ~E i sur E i soit 

isomorphe ~ MEi(G,h) . 

Vu l'assertion dlunlcit~, on peut supposer les E i en nombre fini. Soit F 

l'extension de E dans C qu'ils engendrent, et soit ~ l'ensemble des sous-exten- 

sions de F contenant l'un des E.. Utilisant 5.5, on obtient pour tout F' E 
I 

unmod~le MF,(G,h) , et pour toute inclusion F' C F" (F', F" E 3) un isomorphisme 

de modules ~(F", F') : Mp,(O,h) ®F.F" >MF. (G,h). 

Soit u : (H~h') ....... > (G~h) con~ne 3.13~ avec E(H,h') lin~airement disjoint 

de F sur E(G,h) (5.1). Posons E 1 = Z(H~hl).Z et F i = El. Ft = E(H,ht).F t 

(F' E 5). Solt g q G(A £) et K c G(A f) un sous-groupe compact ouvert. Puisque 

MF,(G~h) est faiblement canonlque~ on dispose d'un Fi-morphlsme 
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a'(g) : MFI,(H,h') > MF;CG,h) ~ > MF;(G,h) ------> K%~(G,h). P u i s q u e  

F~ = E 1 ®E F'  , on p e u t  " l ' i n t e r p r ~ t e r "  conune un morphisme de F ' - s c h 4 m a s  

a ( g )  : MEICH,h') % F' ......... > KMF,(G,h) . 

Les a(g) v~rifient 

suivant, appliqu~ 

exercice au lecteur. 

~(F",F') a(g)F, , = a(g) . On conclut par 5.2 et le lemme 

X I = ~ MEI (H,h) . Sa d~monstration est laiss~e en 
gEG(A f) 

Len~ne 5.10.1. Soient F/E une extension finie de corps e t ~ un ensemble de 

sous-corps de F , d'intersection r~duite h E , telle que 

F E ~ et F' c F" c F ~ F" 6 ~ . 

(i) Le foncteur qui a un sgh4ma X/E associe le syst~me % des schemas XF,/F' 

(F' £ 3) et des isomorphismes (XF,) ®F,F" ~ >XF, (F' C F" , F', F" E 3) est 

pleinement fiddle. 

(ii) Pour qu'un syst~me 

(F' c F" , F', F" E ~)] provienne d'un schema 

soient quasi-pro~ectifs et q u'il existe un sch4ma XI/E et un morphisme 

u : X~ I > ~ tel que les u(F') : ~, > X(F') 
F 

= [X(F')/F' (F' 6 3); ~(F",F') : X(F') ®F,F" N > X(F") 

X/E , il suffit que les X(F')/F' 

soient d'ima~e dense. 

Remarque 5.10.2. Sous les hypotheses de 5.10, pour u : (H,h') ~ " i (G,h) con~ne 

en 3 . 1 3 ,  l e  c o r p s  de d g f i n i t i o n  de u : M~(H,h ' )  > M~(G,h) e s t  c o n t e n u  dans  

l'extension ~ E(H,h').E i de E(H,h').E . 
i 

o (C centre Proposition 5.11. Soient h : S > G]R comme en 3.13 e_~t 8 : S ~ CI~ 

d__£e G). S_~i E(G,h), E(C,8) c E c C et si M¢(G,h) admet un module faiblement 

canonique sur E , alors Mc(G,h.8) en admet un aussi. 

Soit K un sous-groupe compact ouvert de G(~ f) et L = K n C°(~ f) . 

Sur ¢ , le morphisme 

u : (0 x c ° ) ,  (h ,  8 ) )  > (C ,hS)  : ( g , c )  > g c  
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u K : KM¢(G,h) × LM¢(C°,5) >KM¢(G,h6) 

Solt d le morphiame d : C ° > G X C ° : c1 > (c,c -I) . 

d(C°(Af)) de G X C°(A f) aglt sur Mc(G,h) X M¢(C°,5) via le quotient 

de C°(A f) , et u K induit un Isomorphlsme 

Le sous-groupe 

(c°(A)) 
o 

~K : (KM~ (G'h) × LM¢(C°'6))/(L\Wo (C°('~'))) ~> KMc (G'hS) 

On d~finit KME(G,h6) comma le quotient 

K~(G,5) × LME(C°,6)/ (L\Wo(C°(4~))) 

et on v~rlfie qu'on trouve alnsi un module faiblement canonlque. Par construction, 

on dispose de 

(s.n.1) ~(c,h) xzMz(c°,~) , , ,  ~Mz(G,bS) 

Conjecture 5.12. Pour tout (G,h o) 

d~e Mc(G,ho). 

comme 3.13, 31 existe un module canonique 

Supposons, c'est un cas typique, que G soit ~-simple et adjoint. Soit 

le rev~tement universel de G et w un poids de ~C " Si, avec les notations 

de 3.7, la classe de conjugaison de hot est d~crite par des antlers (ni)i61A I , 

= r > ffi Z n i m i . Jusqu'ici, on n'a pu et que ~ Z ml =i ' on pose < w, h ° 

attaquer 5.12 que lorsque ~ admet une representation non triviale V telle que 

routes lea composantes irr~ductibles V' de V¢ v~riflent : 

(*) pour ~ parcourant les poids de V' , < ~ , hor > prend au plus deux valeurs. 

Soit O l'involution d'opposition. La condition (*) signifie encore que le poids 

dominant w de V' v~rifie < w , hor >+ < o w , hor > " 0 ou i. II n'existe pas 

de telle representation V si G est exceptionnel (les facteurs non compact de 

G~ sont alors de type E6(.14) ou E7(_25)), ou de type D 4 trialitaire, ni si G 

eat de type D n et que G~ a des facteurs non compacts des deux types D~n et D 3%'2.n 
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6.1. Soit F 

(6.1.1) 

une forme sur F 

(6.1.2) 

o~ Gp 
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un corps de hombres totalement r~el, et soit 

F ~ : O > F G' > F G > G m > O 

de la suite exacte 

FEo : O > SP2n > GP2n m 

d~signe un groupe de similitudes symplectiques. 

On suppose que, pour chaque place r~elle ~ de 

>O , 

F , F ®F,7 ~ est de 

l'un des types suivants : 

(a) F~®F,7 R est i somorphe  ~ F~o ®F,7 ~ ' ou 

(b) G' ®F, ]R est compact. 

On ddsigne par 71~ ... , 7g les places r~elles de 

que les places de type (a) sont les places 

F , et on suppose 

71 , ... , 7 r avec r > 0 . 

6.2. Le groupe F G peut se d~crlre de Is mani~re suivante : 

(a) On choisit une alg~bre de quaternions B sur F , ind~finie en les places 

7 i pour i ~ r , et d~finie pour i >r . On d~signe par xl > ~ son involution 

canonique. 

(b) On cholsit un B-module l i b r e  

, s ym~trique et telle que 

V , muni d'une forme F-bilin~aire non d~g~n~r~e 

(c) On suppose que, pour i > r , la forme d~duite de ~ par 1'extension des 

scalaires T i : F----> ]R est d~finle positive. 

(d) On prend pour F G le groupe des similitudes B-lin~aires de ~ ; en d'autres 

termes, les g q G(Q) sont les g q GLB(V) tels qu'il existe ~(g) E F ~ v~rifiant 

~(gx , gy) = ~(g)~(x,y) 
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6.3. D~slgnons par 

~: 0 >G' >G >F ~ >0 

la suite exacte de groupes alg~briques sur ~ d~duite de F Z par restriction 

des scalaires ~ la Well de F ~ ~ . On a 

(6.3.1) GR = H FG®F,7 R ( 7 place r~elle). 
T 

Un morphlsme h : S > GjR est d~finl par ses coordonn~es h i : S > FG®F,~I 

D'apr~s 1.6, il existe une et une seule classe de conjugaison de morphismes h 

tels que, pour i K r , h i solt du type 1.6 , et que, pour i > r , h i soit 

trivial. Solt h dans cette classe. 
o 

IR 

les 

Le corps E(G,h o) est le sous-corps totalement rdel de 
r 
E Ti(f) pour f E F . 
I 

C engendr~ par 

Th~or~me 6.4. Ave 9 les notations pr~c~dentes, M¢(G,h o) admet un m0d~le canonique 

M(G,ho). 

Solt Z une extension quadratique totalement Imaginalre de F . Soient 

V" = V® F Z , L = B ®FZ , et G" le sous-groupe alg~brique de GLL(V') engendr~ 

par G et Z~ : 

(6.4.1) 0 > F ~ >G X Z ~ q > G" .... >0 

Solt x : > x l'involutlon de L prodult tensorlel des involutions de 

B et Z . A un fscteur dans F prAs, 11 existe sur Z une unique forme F-bilin~aire 

altern~e ~Z ' Si F~ est la forme F-bilindaire altern~e sur V" produit tensorlel 

de ~ et SZ ' on a 

Posons $(x , y) - TrF/~(x , y). 

Cholslssons, pour chaque place r~elle de F , un plongement complexe de Z 
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g 

qui l'induit. On a alors Z~(~) " n $~ . Soit h z 
I 

Z~ de coordonn4es h i : S(~) = Ee----> C ~ (i ~ i ~ g) 

i ~ r , ~ (zl > z -I) pour i > r . 

l'homomorphisme de S dans 

~gales a (z ~ > i) pour 

Pour chaque h : S > GB 

h' = q o (h X h z) : S > G~ 

eon~ne en 6.3, on pose, 

Lemme 6.4.2. II existe b E L tel que, pour un choix convenable de ~Z ' l_~a 

forme 

@(x, b h~(i)y) 

soit sym~trique et d4finie positive. 

sur V" ®~ 

Ceci se v4rifie apr~s extension des scalaires de ~ ~ ~ . 

Ce lenune et 5.9 permettent de construire un module canonique de M(G', h') 
O 

(car G" est contenu dans le groupe des similitudes symplectiques de F~(X, by). 

Appliquant 5.11 et 5.7, on en d~duit un module faiblement canonique de M~(G,h o) 

sur l'extension E(Z~, hE) de E(G,h o) . On conclut par 5.10, 5.10.2 et le lermme 

sulvant, qu'on peut d4duire de 5.13. 

Lemme 6.5. Soit F un corps de nombre totalement r4el, muni d'un ensemble S de 

plonKements r4els . $oit F W le corps de nombres correspondant a~ sous-groupe de 

Gal(~/~) ~ui stabilise S ° Pour g une extension quadrati~ue totalement ima~inaire 

d_~e F , munie d'un #nsemble T de plon~ements complexes, un au-dessus de chaque 

41~men~ de S , soit de m~me Z W D F ~ le corps des invariants du stabilisateur de T . 

Alors, pour toute extension E d__£e F W , il existe Z e t T tels que Z W solt 

lin4airement disjoint de E . 

Remarque 6.6. L'application canonique 1.13, 1.14 

(6.6.1) Mc(G , ho) × M¢(Z ~, hz) > Me(G" , hA) 

s'interpr~te de la fa~on suivante. Chaque conjugu~ de h d~finit sur V E une 
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b i g r a d u a t i o n  de Hodge i n v a r i a n t e  par F 

V¢ = V - 1 ' 0  ~ V  0 ' - 1  $ V 0"0 

On prendra  garde que l a  g radua t ion  (par l e  poids)  de 

n ' e s t  pas d 6 f l n l e  sur 

De n~me, Z¢ 

Z¢ = 

Le n~rac le  e s t  que l e  

de Hodge p r o d u l t  t e n s o r i e l  

v~ - 

e s t  l e  H 1 

Q s l  r ~ g . 

e s t  blgradu~ : 

Z - I , 0 ~ Z  0 , -1  ~ Z 0 ,0  

( V pq = V qp) 

V c par l e s  V n " ~ -  
p + q = n  

Q - v e c t o r i e l  V" = V ~FZ , munl de l a  b l g r a d u a t i o n  

vpq 

v -1. ° -I 

d 'une va r i~ t~  ab~l ienne .  

(V) 
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